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Guia Corta: Derivadas

1 Derivada de un Lenguaje

Sea X un alfabeto, L un Lenguaje sobre X y a un simbolo en ¥; se define la derivada D, L, de L
con respecto a a, como:

D,L = {w|aw € L}

Notese que D, L corresponde al lenguaje de todas las frases en L que comiencen con el simbolo
a, a las cuales se les elimina dicho primer simbolo. A continuacién algunos ejemplos sobre el

alfabeto ¥ = {a, b}:

e Sea L = {aba, abb, bab, b} e Sea L = {a't/|j > i >0}
a) DL = {ba,bb} a) DyL = {a't’|j >i >0}
b) DyL = {ab,\} b) DyL = {V/[j > 0}
e Sea L = {a"b"n > 0} e Sea L =10
a) DoL = {a™""tn > 0} a) D,L =1
b) DyL =0 b) DyL =0

La definicién de derivada puede extenderse para tratar con frases de un alfabeto X, ademaés
de simbolos. Tal extension vendria definida por las siguientes ecuaciones:

D\L =1L

DyoL = Dy(DyL), con a € ¥, w € ¥

Notese que el efecto de aplicar esta derivada sobre frases es anédlogo, en su comportamiento,
a aplicar la derivada sobre simbolos. En este caso, si se aplica la derivada a L, sobre una frase
w, entonces el lenguaje resultante es todas aquellas frases de L que comiencen con w, eliminando
dicho w del inicio de las dltimas.



Como ejemplo, consideremos L = {a™b"|n > 0}:
Daaar L = {bb}

Habiendo considerado el caso general, nos concentraremos nuevamente en derivadas sobre
simbolos. Sea ¥ un alfabeto, a € ¥ un simbolo y S,7 € 2% lenguajes sobre ¥, podemos
enunciar las siguientes propiedades:

D,(SUT)=D,SU
(Da )TUDT i Aes
Da(5-T) = {(D ). T S A¢S
Do(L*) = (DoL)- L*

Procederemos entonces a probar estas propiedades:

a) D,(SUT) = D,SUD,T

Do(SUT)

= {Definicion de (D,)}
{wlaw € (SUT)}

= {Definiciéon de (U)}
{wlaw € SVaw € T}

= {Separacion de rango}
{w|aw € S} U{wlaw € T}

= {Definicion de (D,) (Dos veces)}
D,SUD,T

[ (DuS)-TUDT si A€ S
b) Da(S-T) = { (DuS)-T S¢S

Haremos una prueba por casos:

o Caso A ¢ S:
Da(S' T)
= {Definicion de (D,)}
{wlaw € (S-T)}
= {Definicion de (-)}
{w|(Fu,v:aw=uv:ueSAveT)}
= {u no puede ser A}
{w|(Fu,v,y:aw=uwwAu=ay:ueSAveTl)}
= {Regla de un punto}
{w|(Fv,y:aw=ayv:ay e SAveT)}
= {Definicion de (D,)}
{w|(Fv,yraw=ayv:y € D,SANveT)}
= {Propiedades de secuencias}
{w|(Fv,y:w=yv:ye D, SANveT)}
= {Definiciéon de (-)}
{w|w € (DyS)-T}
= {{z]r € A} = A}
(D,S)-T



e Caso A € S:
Da(s' T)
= {Definicion de (Dg)}
{wlaw € (S-T)}
= {Definiciéon de (-)}
{w|(Fu,v:aw=uww:ue SAveTl)}
= {u puede o no ser \}
{w|(Fu,v:aw=uwA(u#AVu=X\):uecSAveTl)}
= {Separacion de rango}
{w|Fu,v:aw=wwAu#r:ueSAveT)VBu,v:aw=uwAu=A:uecSAveTl)}
= {Separacion de rango}
{w|Fu,v:aw=wwAu#r:ue SAveD)U{w|(Bu,v:aw=uwAu=A:ue SAveT)}
= {El lado izquierdo del U es analogo a la demostracién anterior}
(DyS)- TU{w|(Fu,v:aw=wAu=A:ue SANveT)}
= {Regla de un punto, A € S}
(DS) TU{w|(Fv:aw=v:veT)}
= {Regla de un punto}
(D,S)- T U {wlaw € T}
= {Definicion de (D,)}
(DuS)-T U DT

C) Da(L*) = (DCLL)L*

Dq(L7)

- {Definicion de (Dg)}
{w|aw € (L*)}

- {Definiciéon de (L*)}
{w|law € ({A\}UL-L*)}

= {Separacion de rango}
{wlaw € {\}} U{w|aw € L-L*)}

= {Definicion de (D,) (Dos veces)}
Do{\} U Do(L- L¥)

- {D.{\} =0}
Da(L' L*)

Ahora, A puede o no pertenecer a L, hagamos una prueba por casos:

e Caso A\ ¢ L:
Da(L' L*)
— {Propiedad (b) de (Dgy)}
(DoL)- L*
e Caso A € L:
Da(L' L*)
= {Propiedad (b) de (D)}
(DoL)- L* U Do(L¥)

Este resultado, cuando A € L, solamente nos asegura (D,L)- L* C D,(L*). Sin embargo,
como no existe ninguna otra definicion para D,(L*), dicha relacion de subconjunto es en realidad
una igualdad.

Siendo asi, en ambos caso demostramos que D,(L*) = (D,L)- L*.



2 Ejercicios sugeridos

1. Sobre el alfabeto ¥ = {0, 1}, sea L es lenguaje de los nimeros binarios (sin 0’s inttiles).

Diga que conjuntos representan a los siguientes lenguajes:

(a) D()L
(b) DiL

2. Sobre el alfabeto ¥ = {a, b}, sea L = {w|w.count(a) = w.count(b)}

Definimos w.count(a) como la cantidad de ocurrencias del simbolo a en la frase w. Formal-
mente, podria definirse de la sigiente forma:

A.count(a) =0

(bw).count(a) = {

1+ w.count(a) si a=2b
w.count(a) si a#b

Diga que conjuntos representan a los siguientes lenguajes:

(a) DoL
(b) DyL
(¢) DapL
(d) DpapL

3. Demuestre que Dy, L = Dy (DpL), siu € Z* ANb e X

4. Demuestre que | J ({a}- DoL) =L, si A ¢ L
aeX
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